OLIMPIADA NACIONAL DE MATEMATICA
Sociedad de Matemdtica de Chile

Prueba Final
XXII Olimpiada Nacional de Matematica

NIVEL MENOR
Primera Parte

Problema 1. Determine cual de los siguientes niimeros es mayor,

10101 7 (1010)(10°)

Solucion
Usaremos el hecho siguiente: si m > n entonces 10 > 10".

. 10 1010 11 . ,

Se tiene que (1010)(107) = 1010107 = 101" Luego basta determinar cual
10 .
de los dos nmeros 10, 10 es mayor. Nuevamente, esto es lo mismo que
determinar cudl es mayor de entre los nimeros 10!, 11. Como el primero de
)

estos es evidentemente mayor, el primer niimero es mayor que el segundo en
nuestro problema.



Prueba Final
XXII Olimpiada Nacional de Matematica

NIVEL MENOR
Primera Parte

Problema 2. Los niimeros enteros a, b satisfacen la siguiente identidad:
2a° +a=3b"+b.
Pruebe que los nimeros a —b, 2a+2b+1y 3a+3b+ 1 son cuadrados perfectos.

Solucién

(1) 2a%+a = 3b*+b <= 2a*+a—20>—b =0 < (a—b)(2a+2b+1) = b

1
(2) 2a*+a = 30*+b < 3V*+b—3a*—a = —a®> < (a—0b)(3a+3b+ 1) =a’

De (1) y (2) se tiene que
(a—b)*(2a +2b+1)(3a +3b+ 1) = (ab)?
luego (2a + 2b+ 1)(3a + 3b + 1) debe ser un cuadrado perfecto. Adems
MCD2a+2b+1,3a+3b+1) = MCD((2a+2b+1,a+0)
MCD(1l,a+b) =1,

es decir, ambos factores son coprimos y deben ser cada uno de ellos a su vez,
cuadrados perfectos. Pongamos (2a + 2b + 1) = z?. De la igualdad

(a—b)r* = b

se tiene que (a — b) tambin es un cuadrado perfecto.
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NIVEL MENOR
Primera Parte

Problema 3. Sea ABC'D un cuadrado y M su centro. Considere el punto
E sobre la recta AC' tal que |MC| = |CE|. Sea S el circulo circunscrito al
triangulo AEDB. Demuestre que S pasa por el punto medio de AM.

Solucién
Sea N = SN AC. Tenemos que

BM =MC =CFE =

Sk
N)'I —

El cuadrilatero DN BE es ciclico luego
/NEB=/NDM , /ZDMN =90=/EMB.
Los triangulos ANDM ~ ABEM son semejantes, luego
BM NM 1
ME MD 2
Finalmente

S
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NIVEL MENOR
Segunda Parte

Problema 4. Calcule la suma de todos los divisores del niimero 2.010.000.000.

Solucién

2.010.000.000 = 201 - 10" = 67-3-2" - 5"
En general la suma de los divisores o(A) de un nimero factorizado en potencias
de primos A = pi* - p5? - - -+ - pi» se puede calcular por

o(A) = (Lt prt 4P ) At pat o+ 952) o (L4 po o+ P30,
Asi
0(2.010.000.000) = (14+2+4---+2)(1+5+---+5)(1 +3)(1+67)
= 256 - 97656 - 4 - 68
= 6799982592.



NIVEL MENOR
Segunda Parte

Problema 5. Considere un rectangulo cuyos lados y diagonales son niimeros
enteros. Pruebe que el drea del rectagulo es divisible por 12.

Solucion

Sean a, b los lados, ponemos ¢ la longitud de la diagonal y A = ab el area del
rectangulo. Por Pitdgoras se tiene ¢ = a® + b?. Se tienen varios casos por
considerar:

(1) Si a,b son impares, entonces a* = 1(mod 4) y b*> = 1(mod 4). Luego
=1+1=2(mod 4). Sin embargo, los cuadrados solo pueden ser 1
6 0 modulo 4.

(2) Si a,b son pares entonces A = ab es divisible por 4.

(3) Sia,b tienen distinta paridad, suponemos que a es par, digamos a = 2k.
Estudiemos los cuadrados médulo 8: b* = 1(mod 8). Si k es imapr
entonces a? = (2k)? = 4(mod 8). En este caso ¢ = 4 + 1(mod 8) lo
cual es imposible pues los cuadrados moédulo 8 solo pueden ser 0, 1, 4.
Solo queda la posibilidad & es par. En este caso a es divisible por 4 y
luego A = ab es divisible por 4.

En cualquier caso hemos probado que A es divisible por 4. Para probar que
es divisible por 12 debemos mostrar que es divisible por 3. Para ello veamos
que alguno de los niimeros a, b es divisble por 3. Supongamos que ninguno de
los dos es divisible por 3. Entonces debe tenerse

a’*=1(mod 3) , b*=1(mod 3).

Luego ¢® = 2(mod 3) lo cual es imposible.



NIVEL MENOR
Segunda Parte

Problema 6. Considere una recta L en el plano y sean Bi, By, B3 puntos
distintos en L. Sea A un punto que no esta en L. Muestre que existe P, () en
{By, By, B3} con P # @) de tal modo que la distancia de A a L es mayor que
la distancia de P a la recta que pasa por Ay Q.

Solucion
Supongamos que los puntos By, By, Bs estn ordenados segin su indice. De
entre los angulos (cuya suma es 180) £ By Bs Ay ZABsBs uno mide al menos 90.
Supongamos que ZAB;Bs > 90. Miremos el triangulo AABsBs. Aseguramos
que la altura hp, desde Bs al lado ABj3 es menor que la altura hy desde A
hasta (la proyeccién de) la linea By Bj. Efectivamente, como ZAByB;s > 90,
se tiene ABs > ByBs3. Calculando el area de AABy B3 tenemos

1 — 1 —
éhABng - §h,BQABg.
Como AB; > By B3 debe tenerse hy > hp,. El caso ZB;ByA > 90 se trata de

manera analoga.
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Problema 1. Los nuimeros enteros a, b satisfacen la siguiente identidad:
2a° +a=30>+b.
Pruebe que a — b, 2a + 2b+ 1 y 3a + 3b + 1 son cuadrados perfectos.

Solucién

(1) 2a®+a = 30°+b <= 2a*+a—20°—b=0* <= (a—b)(2a+2b+1) = b*.

1
(2) 2a*+a = 30?+b <= 3b*+b—3a*—a = —a® < (a—b)(3a+3b+1) =a>

De (1) y (2) se tiene que
(a—b)*(2a +2b+1)(3a +3b+ 1) = (ab)?
luego (2a + 2b+ 1)(3a + 3b + 1) debe ser un cuadrado perfecto. Adems
MCD2a+2b+1,3a+3b+1) = MCD(2a+2b+1,a+ 1)
MCD(1,a+b) =1,

es decir, ambos factores son coprimos y deben ser cada uno de ellos a su vez,
cuadrados perfectos. Pongamos (2a + 2b + 1) = 2. De la igualdad

(a —b)x* = b?

se tiene que (a — b) tambin es un cuadrado perfecto.



NIVEL MAYOR
Primera Parte

Problema 2. Determine cual de los siguientes niimeros es mayor,

10
10 (101!

Solucion
Para todon > 2 se tiene n! < n™, pues n! = 1%2%3%- - -xn y n' = nxn*xnx- - -*n.
De aqui podemos concluir que (10'°)! < (10'9)(10"*) = 1019 Ademés sabemos
que

101 < 100"

luego
01010

(10! < 10" < 10



NIVEL MAYOR
Primera Parte

Problema 3. Los lados BC, CAy AB de un triangulo ABC' son tangentes
a una circunferencia en los puntos X, Y, Z respectivamente. Demuestre que el

centro de tal circunferencia esta sobre la recta que pasa por los puntos medios
de BC'y AX.

Solucién

Sea M el punto medio del lado BC', N el punto medio de AX. Definimos [ en
el segmento M N tal que I X es perpendicular a BC. El problema se reduce
a mostrar que 1.X es el radio de la circunferencia inscrita al triangulo (pues

el centro de la circunferencia inscrita se haya sobre la perpendicular por X al
lado BC).

Ponemos a, b, ¢ el largo de los lados BC,C'A, AB respectivamente, denota-
mos p = 2EE¢ o] semiperfmetro. Es un resultado cldsico que

2
BX =p—b.

Si ponemos h como el largo de la altura AD desde A hasta BC' se tiene
h* =c* — BD* =b* — DC?.
La ultima igualdad implica
DC? — BD* =b*—¢*
(DC + BD)(DC — BD) = b* — ¢
(DC — BD)a = b* — ¢*.
Juntando esto con BD + DC' = a tenemos
a? — b+ ¢
2a

Esto tltimo se pudo obtener de aplicar directamente el teorema del coseno.
Calculemos DX:

BD =

_ 232 2 _ B
pX—px_pp-2teb o=+ b=ob=—a)
2 2a a
AdemésXM:%—BX:%,



Sea E el pie de la perpendicular desde N hasta BC'. Se tiene que NE = %
Notemos que los tridngulos IXM y NEM son semejantes. Calculemos

X IX XM bee

NE © R T = =

NE s EM e+ 5
b—c _a

5_6+W P

De aqui despejamos I X = g—;f = % = r el radio del circulo inscrito.
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Problema 4. Sean m,n ntimeros enteros tales que satisfacen que
m+nv2 = (1+v2)20,

Encuentre el resto que se obtiene al dividir n por 5.
Solucion
Por el teorema del binomio de Newton, se tiene para todo r € N que

(1+V2) = ; C)z

Los sumando correspondientes a j par dan lugar a un entero y aquellos corre-
spondientes a j impar dan lugar a un nimero de la forma nv/2, luego la forma
propuesta se tiene. Luego siempre se tiene

(1+v2)" =a, +bV2

para algin par de nimeros enteros positivos a,, b,. El problema nos pide estu-
diar el resto médulo 5 de byg19. Estudiemos la evolucién de ambas sucesiones:
010

(1+V2)* = (1+v2)"(1+v2)
= (a, +bV2)(1 +V2)
= (a, +2b,) + (a, + b)V2.

Luego las sucesiones obedecen a

ar =1, ay41 = a, + 2b,,

b1:17 br+1:ar—|—br.



6

Veamos los primeros elementos de estas sucesiones (solo nos fijaremos en sus
restos médulo 5):

as =3 , by=2
az=2 , b3=0
ag=2 , by=2
as=1 , by=4
ag=4 , bg=0
ar=4 , by=4
ag=2 , bg=3
ag=3 , bg=0
ap=3 , bop=3
a1 =4 , b =1
a2 =1 , bs=0
az=1 , bz=1.

Como los valores se repiten parar = 1y r = 13, los valores de a,., b, obedecen a
un ciclo de periodo 12. Como 2010 = 12% 167+ 6, debe tenerse bygi1g = bg = 0.



NIVEL MAYOR
Segunda Parte

Problema 5. Considere una recta L en el plano y sean Bi, By, By puntos
distintos en L. Sea A un punto que no esta en L. Muestre que existe P, () en
{By, By, B3} con P # @) de tal modo que la distancia de A a L es mayor que
la distancia de P a la recta que pasa por Ay Q.

Solucion
Supongamos que los puntos By, By, Bs estn ordenados segin su indice. De
entre los angulos (cuya suma es 180) £ By Bs Ay ZABsBs uno mide al menos 90.
Supongamos que ZAB;Bs > 90. Miremos el triangulo AABsBs. Aseguramos
que la altura hp, desde Bs al lado ABj3 es menor que la altura hy desde A
hasta (la proyeccién de) la linea By Bj. Efectivamente, como ZAByB;s > 90,
se tiene ABs > ByBs3. Calculando el area de AABy B3 tenemos

ShaBaB; = hi, AB;
Como AB; > By B3 debe tenerse hy > hp,. El caso ZB;ByA > 90 se trata de
manera analoga.



NIVEL MAYOR
Segunda Parte

Problema 6. Pruebe que en el interior de un triangulo equilatero de lado a

se puede poner una cantidad finita de circulos iguales que no se traslapan, de

173
30

radio 7 = 555, de manera que la suma de sus areas sea mayor que a’.

Solucién



